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Matrixnormen, Vektornormen und deren Vertriglichkeit

Im IR™ definiert man fiir 1 < p < oo die Vektornormen
|||, == (Z |xi|p) P wobei z = (21, ... ,:cn)T.
i=1

Fiir p = oo erhilt man aus Grenzwertbetrachtungen

[|[z||loc = max |z
=1

yerey

Spezialfille:

p =2 : Euklidische Norm: ||z|ls = /22 + ... + 22 = V2 Tz
p=1:Summennorm: ||z||; = |z1| + ... + |2y]|
p = o0 : Maximumnorm: ||z||cc = max{|z1],...,|zn|}.

Im Fall p = 2 wird der Index oft weggelassen.
Fiir reelle Matrizen A definiert man allgemein

[[A|l

cerr\{o} Il

4] =

Dabei ist sup (Supremum) eine dhnliche Funktion wie max. Sie liefert den maximalen Wert, den
der nachfolgende Ausdruck annehmen kann (oder gegen den er konvergiert).

Wihlt man im Bruch auf der rechten Seite nun eine konkrete Vektornorm, zum Beispiel eine der
oben eingefiihrten p-Normen (1 < p < 00), so indiziert man die Matrixnorm {iblicherweise mit
demselben Index:

Azl
serm\{0} |1llp
Spezialfille: Man kann zeigen, dass in den Fillen p = 1 und p = oo durch ||A||; und ||A]| gerade
die Spaltensummennorm und die Zeilensummennorm beschrieben werden.

IAllp :=

(1)

n
= mréfc > laij|  (Spaltensummennorm).
J=1 =1

n
[|A]|loo = m%fc > laijl  (Zeilensummennorm).
i=1

Matrix- und Vektornorm heiflen vertriaglich, wenn fiir alle Matrizen A € IR™*™ und alle Vektoren
z € IR™ die Ungleichung
[ Az[] < [IA]l - |l

gilt. Wihlen wir die Matrixnorm passend zur Vektornorm (wie in (1) beschrieben), so ist diese
Beziehung schon per Definition erfiillt; denn fiir beliebige Matrizen A und beliebige Vektoren z
gilt stets

[l Azoll, Azl

llzoll
Multiplikaton mit ||zo||, liefert die Vertraglichkeitsbedingung.
Die gesamte Theorie der Normen ist auch auf komplexe Zahlen erweiterbar.
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Schone Eigenschaften reeller, symmetrischer Matrizen

Essei A= AT € R"*". Dann gilt:

(i)
(i)
(ii)

Alle Eigenwerte sind reell.
Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

Algebraische und geometrische Vielfachheiten der Eigenwerte stimmen iiberein,
das heif}t, zu einem EW \; mit algebraischer Vielfachheit «; gehoren ¢; linear unabhéngige
Eigenvektoren.

Beweis:

(i)

(i)

Es sei A €€ ein EW von A und z € €™ ein zugehoriger EV. Dann gilt per Definition
Az = Az.

Wir setzen zur Abkiirzung y := Az und multiplizieren obige Gleichung von links mit dem
Vektor 2* = 2T =T .

= ¥y =2z = \z*z.
Da z EV ist, gilt = # 0, also z*z = ||z||? # 0. Wir kénnen also durch die Zahl z*z teilen:
'y
r*z’

Nun ist der Nenner als Norm reell und positiv. Betrachten wir den Zahler

¥y = T'y=Tey=TeAzx
= Ted'z (A reell, symmetrisch)
= 74 o= (Ax)Tz =72
= Jexr=xey=2z'y (Skalarprodukt kommutativ)
= 7 g=a%,

so sehen wir, dass auch dieser reell sein muss. Folglich ist auch A reell.

Da das System
(A—XDz=0

reell ist, folgt auBlerdem, dass die Eigenvektoren ebenfalls reell gewihlt werden kénnen.

Seien \; # \; zwei verschiedene EW von A mit zugehorigen EV z?, 2/. Wir wissen:

T . .
xd | = Nzt
T . T . T .
) Azt = 2 Nzt =Na? ot (2)
und analog mit vertauschten Indizes
T . .
x| = Aa?
T . T . T
x Ax? = ozt Ml = N\t . (3)

Subtraktion der Gleichungen (2) und (3) liefert
o Azt — 2t Agd = )\iijxi - /\jxiij.
Da A = AT eine symmetrische Matrix ist, ergibt sich fiir die linke Seite wegen
2l Azl =l e (Az') = (Az®) e 27 = (Az) T2? = o ATgl = xiTij,
dass diese null wird. Wir haben also
0=’ "2t = Nat ' af = (\ — Aj) (2" e 2?)

Wegen A; # A; folgt, dass das Skalarprodukt 2’ @ 27 null werden muss, was schlielich die
Orthogonalitit von 2¢ und 27 liefert: x* La7.



