6.2. Komplexitat

6.2.1. Einleitung

* bisher qualitative Merkmale: Uberschaubarkeit; K orrektheit
Oauch guantitative Merkmale:  Effizienz; Ressourcenverbrauch
hier: Aufwand zur Abarbeitung eines A. durch einen Prozessor;
Jedoch: unterschiedl. Prozessoren + Algorithmen [
»langsamer® A. auf Pentium vielleicht mehr Rechenzeit als
»schneller auf 386er;
Oder: Ein ,erstbester” A. ist gut fur kleinere Probleme und
schrecklich fUr grof3e Probleme.

- Fragel: Wie Aufwand messen?
- Frage2: Wassind , kleine" bzw. , grofl3e" Probleme?

1 Antwort: Wahlen eine Basisoperation und bestimmen bzw. schétzen deren Anzahl ab.
* Bsp.:MULT1

Basisoperation — Add. oder Subtr.;
Aufwand := Apuiti(m, n) = Anz. Durchlaufe = 2

Aber: Aufwand von Eingabe n abh. -
wenn mkleinund ngrol3 [0 vertausche mund n:

MULT2 mit vorbereitendem Schritt
(00 WENNNn>mDANNh « n;n « mm ~ h;

O Amuirz(m,n) = 20min(m,n) !
0 MULT2>MULT1
* Bsp.: SUCHE
Wie hier Aufwand? Basisoperation: Vergleich; Wertzuweisung;

Wenn Suche bei 1. Element begonnen -

{ 2, falsa;=a:
A =
(") 2[h, fdlsa,=a;

A(n= 20, fdlsa=a,i=11)n;

(0 Nutzenist gering;



O 3 ubliche Male:

A_.(n) — Aufwandim gunstigsten Fall (best—case-Analyse)
A . (n) — Aufwand im ungiinstigsten Fall (worst—case-Analyse)
A(n) — Aufwandim Mittel (average—case-Analyse)

v

2

Nur Klar: Abh. von Werten der Eingabeparameter. Bendétigen

Wahrscheinlichkeitsverteilung fur Position des gesuchten Elements -
vereinfachte Annahme: Alle Positionen sind gleich wahrscheinlich.

0 K(n)ziZ[ﬂ[P(a =a)=%mai=§d21(n+1)=n=u

* Vergleichvon A. O i.d.R. bzgl.

a) A (n)
b) A und
C) asymptotischer Aufwand

Warumc) ?

Seien z.B. zwei Algorithmen | und Il gegeben mit A_,(n) =2n°+50 und

A, (n)=100[h
Welcher ist , besser” ?

Fir | ignorieren wir 2 und 50 und sagen: Aufwand ist proportional n®.
Dan? grofer n sagen wir: | bendtigt héheren (asymptot.) Aufwand als 1.
I Ungeachtet, dal3fir n<49 [ >~ 11.

O Auch Antwort:  GrolRe/kleine Probleme?
Relation hier: Fir kleine Werte, d.h. n<49 ist | = 11;
far groRe Werteab n=50 ist Il > 1.

[0 Vergleichnie(i. d. R.) absolut, sondern in Abhangigkeit von Problemgrofie.

6.2.2. Die O —und die Q —Notation

* brauchen best. Formalismus, da es um quant. Aussagen geht;

* einProblemP - unendlich viele Fragestellungen p;
z.B.: Eine Fragestellung des Max.-problems wére, die grofdte der
vier Zahlen 13, 6, 31, 12 zu bestimmen,;

o O p 0P wird eine nat. Zahl g(p) als GroRe zugeordnet (ergibt sich meist
innat. Weise - 4 Zahlenzu sortieren; ...);

* T(p, A) — Rechenzeitaufwand fur einen Algor. A zur Lésung des
Problems P an der Fragestellung p LI P;
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* im konkreten Fall durch Messungen; interessanter (und objektiver) sind
globale Aussagen zu beliebigen Fragestellungen der Grof3e n

O 3 Abstraktionen:

T.(n,A) == inf { T(p,A): pOPundg(p)=n}

T(n,A) ;= E{T(p, A) | pverteltinP und konzentriert auf g(p) =n}
Klar:  T(n,A) < T'(n,A).
Aber: Welche Wahrscheinlichkeitsverteilung?

O meist: (i) worst—case-Analyse;
(ii) average—case-Analyse mit Gleichverteilung;

* bei Analyse - nur GrélRenordnung der Laufzeit in Abhangigkeit von
der Grolie der Eingabe

fur Analyse solcher oberer und unterer Schranken bzw. Wachstumsordnungen
0 Gro3-O— und Grofl3-Omega—Notation

a f: N> Nsa
O(f) =={h: 0c;>0,c2>0,np=0s0,daRh(n)<c, F(n) +cofirn=ng }

{ fur hinreichend grof3es n ist die Fkt. h nicht mehr als das c;—fache der Fkt. f }

0 Sprechweise: Statt ,,Die Laufzeit f(n,A) erfullt fur allen O IN: T(n,A) <sch+c!”

sgtman
T(n,A) ist von der Ordnung n oder

T(n,A) ist O(n) oder
T(n, A) istin O(n);
schreibt man
T(n,A) = O(n) oder
T(n,A) O O(n);
{ Exakt ware: T(n,A) 0 O(f) mitf(n)=n.}

Bem.: Die Konstanten ¢; und ¢, interessieren nicht!
O Abschétzung nach oben!



b) Abschétzung von unten [

Q(g) :={h: Oc>0so, dakfur unendlich viele nIN gilt h(n) = c Cy(n) }

* Bem.: Bisher Komplexitat von Algorithmen.
In Praxis auch Komplexitét von Problemen:

Problem P hat (Zeit-)Komplex. O(n®) heif¥, es existiert ein A. zur
Losung von P, dessen Laufzeit durch eine quadratische Funktion
beschrankt ist.

Klar: Fur obere Schranke — 1 Algorithmus benttigt.
Fir untere Schranke -  mul3 ale beachten (schwer; wenige Félle bisher)

* haufigsten Funktionen zur Effizienzmessung von Algorithmen:

Wachstum

logarithmisch . logn (i. d. R. zur Basis 2)

linear N

n«logn : nOogn

quadratisch o (n* — polynomiales Wachstum)
exponential "

0 z. Z.alg. Uberzeugung:

praktikabel hochstens A. mit polynomialem Wachstum; A. mit exponentialem
Wachstum sind schon fir kleine Problemgréf3en nicht mehr ausfthrbar.

6.2.3. Einige Prinzipien zur Berechnung der Komplexitat von Algorithmen

(Lit.: U. Manber: Introduction to algorithms/ Addison Wesley 1989)

* A. bestehe aus versch. Teilen [0 seine Komplexitét ist gleich der Summe
seiner Teile; nicht so einfach bei Schleifen oder Rekursion.

Bsp.: Schleife; n Durchléaufe; Durchlauf i erforderei Operationen [
Gesamtzahl der Operationen: 1+2+ ... +n= g(n +1)

Wie aber, wenn i. Durchlauf i Operationen?

n(n+1)(2n+1)
5 :
Beweis: Klar: s,(n)<n®*=nM* O Differenzist endlich.
Prifen diese Vermutung mittels Induktion.
Vermutung [
s,(n) =P(n) =an®+bn’ +cn+d mit
P(1) =1 und

Lemmab6.l: Fir s,(n) = iiz gilt s,(n) =



P(n+1) =P(n) +(n+1)*
an+1>+b(n+1)*+c(n+)+d-an’-bn*-cn—-d =n*+2n+1

0 3a+b-b=1 (fur n?)
3a+2b+c-c=2 (farn)
atb+c+d-d=1 (far 1) _
P@ =10 a+b+c+d=1 0 d=0
a:l b:1 c:1

3 2 6
3 2
B S.z(n):n_Jrn_JrD:n(n+1)(2n+1)
3 2 6 6

Oweiteres Beweisverfahren, das allg. anwendbar:

Sel s,(n) = Zi?’ . Nun transformieren wir die Summationsgrenzen —
n n-1 n-1
s,(n) = Zi3= Z(i +1)3=Z(i3+3iz+3i +1)

gleiche Glieder weg ergibt

n-1 —
P20+ @+ +1):e,tﬁs,z(n)—n2]+3”(”2 Don
3 3 2
O ss(n):n_+n2_1n2+1n—2:n_+n_+ﬂ
3 2" " 373 27

[0 ldee/Trick: Nutzen 2 spez. Summen, und zwar so, dal3 sich ihre
meisten Glieder gegenseitig aufheben.

* weitere Beispiele:
Lemma6.2: Flr F(n):Zzi gilt F(n)=2""-1.
n+l

Bewels: 2F(n)=Y% 2

2F(n)-F(n)=F(n)=2""-1

Lemma6.3: Fir G(n) = Zi 2 gilt G(n)=n@2"-2"1+2.
Bewels:
G(n) = 26(n) - G(n) = [L22 + 202° +...+ 2™ {12+ 2022 +...+ n(2']

=n@R" - (1R+12*+..+12") =(n-) 2" +2

— _

~—

L.6.2: 2™t -2
Lemma6.4: Fir G(n) = Zi 2" gilt G(n)=2""-2-n.
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Beweis: G(n) =2G(n)-G(n) = ii 2" -2")

=102 - 2" + 202" - 2" ) + .. +n[{2-1)
=2"+2" ¢+ +2-n=2"'-2-n

* rekursive Beziehungen:

Fibonacci — F(N)=F(n—-1)+F(=2), n>2; (%)
F(2)=F@1) =

Frage: [1geschl. Darstellung? Wenn ja, so viel Ressourcenersparnisse.

(1) Intelligentes ,, Raten"“:

Fibonacci [
edaF(NN=F(n-1)+F(n-2) O F(n)=c2"asVermutung
setzenin (*)ein O c@"=c@™ +c2™?
O keinelLoésung, da2">c 2™ +c 22 firn= 2

« 2. Versuch mit anderen Expon.-fkt, aber mit kleinerer Basis — F(n) =a"
setzenin(*)ein O a'=a**+a™bzw.a’=a+1

[J 2Losungen aiz—— ,/—4—— \/§—§+2

Wenn 2 Ldsungen, so auch deren Linearkombination:

&' +c, [
¢, ausF(2)=F(1)=1 O

s IELQ Elié

(2) Divide—and—Conquer Beziehungen:

o
1
|
&l

Divide—and—Conquer Algorithmen sehr haufig und auch recht elegant;
z.B. beim Sortieren; 3 Schritte [

Divide-Schritt: Input in kleine Teilmengen aufgetellt.
{Folgein 2 Teilfolgen}

Conquer—Schritt: Problem fir jede der Teilmengen gelOst.
{ Teilfolgen werden sortiert}

Merge-Schritt: Teillésungen zur Gesamtl6sung zusammengemischt.
{sort. Teilfolgen zur sort. Folge}



allgemein:
Divide-Schritt O a Teilmengen(-probleme)
Conguer—Schritt O jede hat Aufwand E des Ausgangsproblems
Merge-Schritt O  c[h®

O T(n)= aﬂ'%%cﬁhk fir a, b, ¢, k = const.

vereinfach. Ann.: n=b" b>1seai Integer O E ist immer Integer

sehen einige Schrittean -

T(n) = acn;atr%& % e

_a[ﬂ%m%@ % %ﬁw

Nehmen an, dal3 T(1) = c. Anderenfalls wiirde sich Endergebnis
um eine Konstante andern.

O T)=c@"+c@E™' D" +c@™?D* +...+cbD™

O T(n) :cEiam“ b* :cmmi%%

geom. Reihe - 3Féle

Fall 1. a> b
- Summe konvergiert bei m - oo:
O T(n) =0@"
wegen n=b" - m=logy,n bzw. a™=a%"=n"*?
O T(n)=0(n"*?)

Fall 2: a= b
- Summeist gleich m+1
O T(n)= O&a
wegen a= gllt logrba=k und m=0O(logn)
O T(n)= O(n" (og n)



Fall 3: a<b"

- Summeist ——
Rt
0 T(n):O%m%Q%O

k [+t
L
a
-1

[™)=0

() o

Fir die Losung der Rekurrenzgleichung T(n) =alT % §+ cm*

mit ganzz. Konstanten a = 1 und b = 1 sowie Konstanten ¢, k > 0 gilt

T(n)=

[O(N**?) bei a>b;
(N bei  a=bf;

Hon  bel a<bk.

Bem.. a=2b O T(n)=0(n%)!

Anwendungsbeispiele:

1) Sortieren von n Elementen (Namen, Zahlen, ...)

Algorithmus Sortiere (Liste);
IF n>1
THEN BEGIN

Sortiere (1. Listenhéalfte);
Sortiere (2. Listenhdlfte);
Mische (1. und 2. Listenhélfte)

END,;

0 T(n)= 2U%§+ﬂ mitT(1) = ¢

Aufwand fir Mischen ~ n

- a=2b=2,c=c k=1

0 |T(n)=0O(nMogn)|




2) Multiplikation von zwei n—stelligen Zahlen

Algorithmus 1:

o
(o3}

123 0
4

o ©

o~k NI~
®|w o

8
5 8

(o2}

0 nZeilenzuadd.; jede Zeile n oder n+1 Ziffern;
je Zeile n Multiplikationen

\—b n Ch = n? Operationen:  T(n, A1) = O(n?)

Algorithmus 2: Suchen einen besseren A
Gehen von folgender Betrachtung aus -

n n
— —

A Bx C D =

=102 mx%ozc:m%»sx%ozcm% 0

10": AxC 0
102 : AXD+BXG%4MuIt.+4Add.
10°: BxD %

T(n) = 4 T %§+ cth=0(n) O Fehlanzeigel

aber:
102: (A+B)C+D)-AC-BD 0 3 Multiplikationen + 5 Additionen
Ina
T(n) =3 007 OG- 0+ ¢ [h=0(n'®%) = O(n*>*** log,a=-—
m=3m 3t ()=o) {log,a=,1"}
123 0456 O
ALG: 400
(A+B) {C+D) —AC—-BD: 148
B [D: 1288

56088

Bem.: nmuBgeradesein - 0123 00456 0O n=4und",=2
0 nachA G =4alefolg. Zeilen um 2:2 Stellen nach hinten



6.3. Suchalgorithmen

* Suche nach best. Datum / Daten -  héaufige Operation in Programmen

Suchverfahren := A., der fir einen best. Schlissel (das Suchargument)
die zugehdrige Inf., den eigentlich interess. Inhalt ermittelt,
sofern ein Obj. mit diesem Schllssel ex.; anderenfalls wird
die Suche erfolglos abgebrochen.

formale Def. des Suchproblems:

Gegeben sal eineFolge S= (s, S, ..., ) von n Objekten s; bis s,. Jedes
Objekt besteht aus einem Schlissel (Namen) s [key und bestimmten
Informationen, i = 1(1)n.

Die Schliissel stammen aus einer Vielfalt U.
Gegeben ist weiter ein Element z 0 U.

Gesucht ist einio derart, dald § Tkey = z

* lineare Suche:

Keine Inf. Gber Ordnung der Schltissel [0 sequentielles Durchlaufen der Folge

0 TEEn =L ="

Im weiteren: U = IR mit lin. Ordnung. Schreiben x; statt s Ckey.

* bindre Suchverfahren:

binédre Suche ist fur Algor., was das Rad in der Mechanik;

Grundidee:  Durch 1 Frage ca. %2 des Suchraumes verwerfen.

Problem:

Sei S=(xy, ..., X,) eine Folge reeller Zahlen mit der Eigenschaft
X1 <X < ... £ Xq. ZU gegebenem reellem zist ein Index i mit X, = z
auszugeben, wenn zin der Folge ist, sonst ist 0 auszugeben.

O i=min{k x=2 00;

AlsGrundidee O seheen,mittleres* El. XM oder X{V]ﬂ an;
2. 2.

ist zkleiner, soallex miti =[n/2] weg;0
ist zgleich, so Ende {z:=[n/2}; %D
ist zgroRer, soallex miti < [n/2] weg; H
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Algorithmus binare_Suche(X, n, 2);

Input: X — sortiertes Feld mit Komponenten x[ 1] bis x[n]
z— Suchschl tissel
Output: Position —Index i mit x[i] = z oder O, wenn solch Index nicht existiert
BEGIN
Position := Finde(z, 1, n)
END;

FUNCTION Finde(z, Links, Rechts : Integer): Integer;
VAR Mitte: Integer;
BEGIN
IF Links = Rechts
THEN IF x[Links] = z
THEN Finde := Links
ELSE Finde:=0
ELSE BEGIN
Mitte := 3% * (Links + Rechts)[3
IF z< x[Mitte]
THEN Finde := Finde(z, Links, Mitte-1)
ELSE Finde := Finde(z, Mitte, Rechts)
END
END;

Komplexitét: Basisoperation sei ein Vergleich [

T(n) :1+T%§ mit T(1) =1

Satz6.1. 0 a=1 b=2 c=1 k=0 O a=b
0 |T(n)=0O(logn)|

Problem:

Sei S=(Xy, ..., Xn) derart, daldx; > X2 > ... > X < X g <... <X_1< X, fUreinio.
Bestimme den Index .

unimodale Folge z.B.
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wichtig fur viele Minimierungsprobleme, z.B. folg. Lagerhaltungsproblem:

» 1 Lager, zuf. Bedarf entsprechend V erteilungsgesetz
1 ... n
& E
b P - By
* Vorrat x JIN

* Kosten: k(x,b)=EthX_b)’ xzb;

O b-x), x<b;

Kostenerwartungswert:

K (x) = E[k(x, B)] = ; p, [k(x,b) =

=hD p,Tx-B)+g 03 p,Hb-¥

b=x+1
e gesucht: X mit K(x) < K(x) fur x O IN

L6sung 1.

Berechne K(x) fiir x = 1...n und wéhle x .
L 6sung 2:

Binare Suche nach folg. Grundidee:

Berechne Fkt.-werte fir , mittl." El. XM und x{y]ﬂ;
2 2

ist K@ﬂ%] ﬁ< K%ﬂ%}ﬂﬁ soist Min. in [J.,...,[n/2] ] , asolinksvon ><{%]+1;
ist K%ﬂ%] ﬁ> K@ﬂ%]uﬁ SO rechts von X{%];

Komplexitét: Basisoperation = Berechnung eines Funktionswertes;
O Tn) = 2+T(") - a=1 b=2 c=2 k=0 - a=h"

[ T(n) = O(log n)

* Bsp.: Lagerhaltungsproblem
n=10 p,="firb=1(1)10 h=1 g=3

0 X [ o 1 2 3 4 5 6 7 8 9

10

K(x) | 165 135 109 87 70 55 45 39 37 39
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Bei bindrer Suche -

L=0,R=10 - Mitte=5, sodaK(5) =5.5und K(6) = 4.5 zu berechnen sind
K(5) > K(6) O

L=6,R=10 - Mitte=8, soda3K(8) =3.7 und K(9) = 3.9 zu berechnen sind
K(8) <K(9) O

L=6,R=8 - Mitte=7, sodaR K(7) = 3.9 zu berechnen ist
K(7)>K(8) O

L=R=8 - Minimum wird unter X = 8 erreicht
0 5 Funktionswerte statt 11

Bem.: Analoges Vorgehen bei Bestimmung des Minimums (Maximums) einer Funktion oder
des Null-Punktes einer stetigen Funktion und bei dhnlichen Problemen.
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